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1.序
1.1本 稿 の 目的
本稿は,最 近の生産経済学における主要な トピックスであ るところの生産双
対性 とフレキ シブル関数形について,総 合報告を行 うことを 目的とする。
もとより,生 産 の経済学と消費の経済学はマイクロ経済学の姉妹関係にあ り
主要な命題は両方の経済学に相通 じる。又,両 者は経済 の一般均衡を説明する
基本的構成物であるので,理 論面に関する限 り,最 も豊富に研究が蓄積されて
きた。 しか し,理 論的整合性をもつ実証研究 となると非常に貧 しい状態におか
れていた。近年,経 済における双対律の発見 と認識を通 じて,主 変数である生
産の技術状態を直接,観 察するよりはむしろ,双 対変数である価格状態を観察
す ることに よって,・潜在的に主変数を解明することが可能になった。生産理論
は,経 済の生産が投入物を,ブ ラックボックスである生産機構を媒介として産
出物に変換する機能分析であることか ら,生 産関数が出発点 となることが常で
あり,観 察変数は投入量 とか産出量の技術的関係であった。ある正則性の条件
例えば,競 争市場の存在を仮定すれば,投 入物価格 とか産出物価格 といった比
較的安定した双対変数を軸に元の技術的関係を推論でき,ま た要素の分配関係
まで言及できるとい うのが,生 塵双対性の特徴である。
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一方,消 費または,需 要の理論は,選 好状態あるいは効用表現を出発点 とし
消費量 とそ こか ら得 られる効用の間の関数関係を問題にするが,双 対理論によ
れば,あ る正則条件のもとでは,間 接的な効用関数すなわち,価 格 ・所得比 と
効用の関係 として捉え,直 接的な効用関係を推論することができる。
学説史的に跡づければ,H.ホ テ リソグ(1932[14])の 「エ ッジワース課
税逆理 と需要供給関数の本質」昌を噛矢 とする。P.サ ミュエルソソの理論的研
究[18]に 受継がれ,集 大成 といえるのは,1970年 代のD.L.マ ックファデソ
LJ.ラ オ,J.E,デ ィーワー トらの計量経済学との融合を図った精力的な研究
([8],[10])で あろう。そ して,主 要な核心は,'マ イクロ経済学におけ
る現代的な教科書に居心地よく納め られてきた(例 えぽ,ヴ ァリアソ[24])。
本稿は前述のように生産の双対性やフレキシブルな関数形を巡って,標 準的
な教科書にはまだカバーされていない新しい部分を,厳 密な証明ぬきに紹介検
(1)討
す ることを意図する。
1.2研 究 動 機
それでは何故に,生 産の経済学が新たな装いで精力的に研究されているのか
考えよう。
最も重要 と考え られるのは,経 済学老が理論的整合性を もった実証分析の充
実を求めてきた点にある。従来,標 準的なマイクロ経済学の教科書では,消 費
者(家 計),生 産者(企 業),そ れか ら市場のコソシステソ トなモデルを記述
した後,一 般均衡理論,厚 生経済学へと直進 していった。個別モデルの妥当性
・は一切,計 量経済学に求め・られ,そ の 実証性は範囲外であった。そ こにはモデ
・ルのためのモデルがあり,理 論なき実証であり,実 証なき理論があった。均衡
理論や厚生経済学に進む前に経済理論に整合的なモデルを,計 量経済モデルが
もち うることに言及するのば重要である。なぜなら,人 は経済政策の具体的応
用 とい うとマクβの財政,金 融あるいは貿易政策やモデルが議論され,も っと
'(1)本 稿の予備的考察は早川泰正教授還暦記念論文集 〔28〕で展開した。
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本源的なマイクロな経済政策(価 格政策)を 看過 してきたことによる。後者は
物理的な技術 の状態や費用構造,選 好構造に関係した経済主体 の行動を記述す
る特定のパターソを知 ることを意味する。例えば,ガ ソリソ需要 の価格 ・所得
弾力性はい くらか,自 動車製造業,あ るいは ロボ ット産業は規模に関 して収穫
度はどうであるか,農 産品の選好構造(例 えば,温 室ものと直 ものの問で)は ど
うであるか等々も,経 済政策の立案の重要な資料になるはずである。 このよう.
に,経 済政策の基礎にあるマイクロ経済学を根底か ら洗い直す必要がある。
次に生産の経済学は,・一般均衡理論の基盤を形成渉ると同時に,い わゆる生産
の合理化を追求する生産計画や経営計画と結びついたので,線 形計画法や活動
分析を駆使する計画理論ヘ ス トレートに進んでいった。その実績や効果が何で
あれ,数 理計画法の発展は大きなものがあった。理論面では凸解析(双 対理論),
線形相補計画,そ して均衡計算の不動点算法が特筆に値し,計 算面で も各種め
新算法が考案された(最 近の ものにはカチアソの線形計画の多項式時間算法が
ある)。 数理計画論 と生産理論の関係は,一 見無関係にみえても,「 効率性」
を軸に一層密接になる可能性がある。
生産の経済学は,実 証において検証されねばならないゆえに,計 量 経 済学
・数量経済学 と深い関連を もってきた。生産理論は コブ ・ダグラスやACMS
の業績にみるように,計 量分析を常にやってきたし,逆 に.計量経済学も関数形
の想定や推定,検 定を通 じて大 きな進歩をみてきた。計量経済学の方法におけ
る珪論的,技 術的改善には計算機の高速処理,大 容量のデータ蓄積,多 次元の利
用技術等の急速な進歩があった ことを銘記 しなければならない。また,統 計資
料の整備や研究 ・開発要因の拡大も大きな貢献である。したがって,今 日の生
産理論は,マ イクロ経済学,計 量経済学,数 理計画の合流点に位置づけ ること
ができる。本稿は,こ の合流点に立 って,生 産の双対理論,生 産関数の新 しい
定式化について展望を与えよう。
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2.双 対 理 論
2.1双 対 性の数 学
数学 におけ る双対 性は,解 析 学,有 限群 論,射 影幾 何学その他で登場 し,本
質的 には 同一 の対 象を表 裏一体 として と らえ る場合に使 ってい るが,こ こでは
現在 の ところ,経 済 理論に適用 され る唯一 の,凸 集合 論におけ る双対性 の数 学
を論 じる。す なわち,R"の 全ゆ る閉凸集 合はその支持半 空間 の共通部 分に よ
って特 徴づ け られ る定理 に関連 してい る。そ の現代 的表現法に は,共 役双対 に
よるもの,ゲ ージ関数,距 離関数 あ るいは 凸集合の極錐 ゐ間の対称双対性に よ
る もの,そ して集合 とそ の支持関数 の間の双対 性に注 目す るものの3種 類 があ
る。 これ らの うちでは第一 の方法 が直 観的 でおか りやすい ので,以 下,概 念 と
(2)
応 用例を簡 単に紹介 しよ う。
0⊂1～"で 定 義 された関 数 ノ:0→ π に対 して,
の 汀={(κ,μ)1μ ≧ノω,μ ∈1～,κ∈c}
を ノ のエ ピグラフ(epigraph)と い う。ノ:.酬 →[一 。。,o。]は,6ρ ゴ〆 が
R"+1の 凸集合で あ るとき,拡 張 凸関数 とい う。拡張 凸関 数 〆はそ の エ ピグラ
フが閉凸集 合であ る とき,閉 凸関数で あ る とい う。∫ が本質的で あ るとは,あ
る κに対 して有限値 を と り,ど こで も一・。を と らな い ことであ る。
任 意 の本質的 閉凸閥数 ∫(κ)に 対 して
F(ρ)…5砂{餌 一〆(κ)}
κ∈X
を定 義す れば,F(ρ)は ノ(κ)の 共役 関数 といわれ,や は り,本 質的,閉 凸 関
数 で ある。それ ゆえ,・F(ρ)は!(の に対 し共役双 対(conjugatedua1)で
あ る といわれ る。
(2)生 産双対性をめ ぐる数学的準備は,FussandMcFadden〔10〕1の補論が優れ
ている。また,Blackorby〔4〕 も参照のこと。
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さ らに,双 対 の双 対 として
F*α)≡ ε妙{ゆrF(ρ)}
ρ
が定 義 され るが,こ れは もとの 〆(κ)に等 しい,す なわ ち,
F*(κ)=!(κ)
で あ る。 した が って,ブ(幻 とF(ρ)の 間 には,1対1対 応 が ある。経 済学的
な意 味づけを与 えれば,生 産関数 と正規 利潤関数(費 用関数)の 問には,正 則
条件(本 質的,閉,凸)の もとで1対1の 対応がつ くとい うこ とであ る。
一般 に ,す べての関数 ∫(κ)と そ の共 役変 換F(ρ)に は,不 等式
〆(κ)+F(カ)≧ ゆ
が成 立す る。 この共 役不等式 が等 号で成立 す る必要十 分条 件は ρ∈∂!(κ)で
(3)あ
り,∫ が本質,閉,凸 な ら,κ ∈∂F(ρ)で あ る。
共 役 関数の具体 例 を与 え よう。c>0に 対 して,ノ(κ)=%oκ2と す る と,
F(ρ)=ρ2/2cが 得 られ る。そ して,共 役線C={(κ,ヵ)iρ=cκ}が 存在す る(図1)。
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図1.共 役 関 数
③ 共役変換の幾何的直観は 「亜勾配」集合を考えることにより得 られる。∫のκに
における亜勾配集合とは,
∂ア(κ)≡{ρ げ(κ)十♪(κ'一κ)≦∫(κ'),forκ'∈X}
と定義される。通常の勾配が関数のグラフに対す る 「接超平面」であるのに対 し,
亜勾配はそれに対する 「支持超平面」である。
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共役双 対 の企業 理論へ の応用 を与 え よう。技術 が生産 関数y=∫(κ1,κ2)に
よ り与 え られ 瓶競争 的 な市場価 格 として,産 出物価格 あ 投入物価格 ω、z〃2
が成立 してい る とす る。企業 が利潤最大 化を 目的 とす る と,利 潤 は ρy一 ω、κ1
-"2κ2=一 ρ[@エ/ヵ)κ1十@2/ρ)κ2-〆(κ1,∬2)]で 与 え られ るか ら,
F⑫ 、,"、)霜初〆[彷 κ1+θ2κ、一∫(κ、,κ2)]
とおけ る。 これは 共役生産 関数すなわ ち利潤 関数を軸に企 業分析が可 能な こ と
を意味す る。 また,!に は,微 分可能性 の よ うな強い仮 定は必要 な く任 意の凹
生 産関 数(し た が って,任 意の凸な利潤 関数)だ けを仮 定すれば よい。
2.2'生 産 双対 性(そ の1学 説史 的展望)
生産関数に双対な関数は何があるか。学説史的には,費 用関数よりも利潤関
数であった。H。 ホテ リソグは,[14]に おいて,生 産関数(彼 の利潤関数)
と正規化利潤関数(彼 の価格ポテソシャル関数)の 双対性を明白に示 している。
彼は,限 界生産力関数(需 要関数)を 生産関数の勾配 として,ま た供給関数を
!
.正規化利潤関数の勾配 と同一視した。そ して,こ れ らの関数の問での双対性を
指摘 し,各 々を他のもので特徴づけたのである。
R・ ロワは1942年 の小冊子 と1946年 の学会誌[17]上 で病テリソグの考えを
一層押し進め,.ロ ワの恒等式 と呼ばれる命題(「 各財の需要量は,各 財の価格
9と予算の限界(間 接)効 用の比に等 しい」)即 ち
,記 号的には,
・・(P,M)一 一1識 一 一1・z・・…
を導いた。 ここで,"は 間接効用関数,Mは 予算である。
P,サ ミュエルソソ[18]は,1次 同次の生産関数 と対応す る要素価格 フ μ
ソティアの閥の双対性を展開し国際貿易に適用 した。要素価格フロソティアは
その有効な定義域のいたる所で0に 等しい正規化利潤関数の特別な場 合 で あ
るo
生産関数 と正規 化利潤関数の間の双対性を微分可能な場合に関し厳密に解析
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した%ま ・ ジ ョル ゲ ンソ・ソ・ ラオ汐 クフアか で ある・彼 らは,ル ジャソ ド
ル変換や共役変換を自由に駆使 している。
生産関数 と費用関数の間の双対性を厳密に研究 したの が,R.シ ェパ ー ド
[20ゴ である。シェパー ドは1953年 凸集合論に現れる距離関数に基づき双対性
を展開 し1970年,よ り詳細に公刊 したが,経済的解釈は僅少である。宇沢[23]
は シェパー ドの理論を微分可能性を仮定せず,エ レガソ トに証明を与えた。な
お,シ ェパー ドの補題 として名高いものは,「企業の第6要 素の最適な需要量
は,第 ゴ要素の増加が費用関数を どれだけ変化させる・かだけで決まる」,即ち
κゴ(w,ッ)=∂c(w,y)/∂ 勧,ゼ=1,…,π'
とい うものである。'、
費用関数を一般化 した制限利潤関数の概念をW.ゴ ーマソ[11]や マクファ
デ ソ[10]は 追求している。 ゴーマ ソは極錐間の双対 性,マ ックファデソは
ゲージ関数を数学的用具 としている。これはいずれ も,単 純な生産関数を与え
れぽ,極 値条件によって得 られるが,生 産関数が少 しでも複雑になると双対関
係が陽的(expliqit)な 関係式 と表わ されない ことか らきている。
双対性の発見の意義は何 よりも生産理論の出発点を任意に とることができる
ことである。即ち,双 対理論によれば,あ る正則な条件をおけば,費 用構造の
すべての型の想定(spec且cation)は 生産構造のある想定に対応する。したが
って技術の構造を表わすために どち らかの関数(生 産関数か費用関数か利潤関
数)を 想定す ることができる。費用関数を使 うことに より,技 術 の構造につい
て政策的に重要で,検 証可能な仮説を想定することが より簡単にで き る。 ま
た計量経済学的には,生 産構造の想定は,独 立変数か らの撹乱項の独立性の仮
定を棄却 しがちであるために,一 般には費用関数を推定 した り費用関数に結び
ついた利潤関数や要素需要関数を推定する方が より賢明である。
しか し,伝 統的な費用関数の推定には次の点で困難にさらされている。第一
に,産 出物の同質性を仮定 しているために産出量 と費用の真の関係がとらえ ら
(4)〃 ジャンドル(Legendre)変 換は,共 役変換の特殊な場合で,最 大変換ともい
う。・
、
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れていないこと,第 二に.,技 術を単なる相似拡大な生産関数に反映され るとし
て費用関数を導出しようとする とかな り偏 りを もった推定値になる可能性があ
ることによるo
2.3生 産 双対 性(そ の2:シ ェパ ー ド ・マク フ ァデ ン命 題)
本節 は生産双対性 の命題を やや数学的 に説 明す る。
x=(κ 、,κ2,∵・ κ。)は 財貨 かの数量で ある。 ゼ=1,2,…,%。 ツ・は産 出量,
W=(砺,ω2,…,ω の は財貨 ∫に対応す る価 格(投 入物価 格)と し,ッ とWは
正値 を仮定す る。そ の とき,費 用 関数 を次で定義 す る。
C(W∫ ツ)=ル 勧W・ κS%∂ブ6C"oF(X)≧y
そ の とき,費 用 関数 のい くつか の性 質は次の諸命題 に要 約 され る。
(5)
命題1.生 産 関数 ・Fが 連続,厳 密に準凹,局 所 的に有 限であれば,費 用関
数oは,(1)'w>0に 関 し1次 同次,凹,連 続微分 可能であ る,(2)夕
に関 し厳 密に増加,(3)wは ッ の両方に連続で あ る。
さ らに,cの 吻 に関す る偏微分 は第 づ財 の補 償要素 需要 関数に等 しい。
奴 嚇)「 鉱(シ ・パー・の補題)
命題γ.生 産 関数Fが1次 同次 な ら
0(W,夕)=W・X=え(W,ツ)y.
したが って,
σ(w,ッ)/ッ ニ∂c(w,y)/∂ ッ[平 均 費用=限 界 費用]
∂λ(w,y)/∂y=0
よって,o(w,y)=λ(w)夕.[分離可 能性]
命題1の シェパ ー ドの補題 は次 の2つ の計量 経済学的推定 法を示 唆 し て い
(5)関 数F(κ)が 厳密に準凹であるとは,そ の定義域から任意の2点 κエ,炉 を選ん
だときにF(κ1)<F(κ2)な らば,0<λ<1な る λに対してF(κ1)<F((1一 λ)が
+λκ2)が成立つことである。F(κ)が 厳密に準凹であることは,無差別曲線が原点
に厳密に凸,即 ち限界代替率の厳密な逓減があることと同値である。
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る。第一の方法は,生 産関数Fの 関数形を想定 してそれか らラグラソジュ形
式か計画法を使 って派生需要関数 κぎ(w∫ッ)を 得ることである。第二の方法は
費用関数oの 関数形を想定 して派生需要関数を単に費用関数cを 勧 で偏微
分す ることで得るものである。一旦,派 生需要方程式系の関数形を得たら,計
量経済学の技法を用いて,未 知パ ラメータの推定値を得ることができるσ第二
の方法が より好 ましい。具体的な関数形については後節で詳論する。
命題2.も し関数cが 上の(1)ん(3)を みたすならば,連 続,厳 密に準
凹,有 限な関数Fが あって,CはFか ら導かれた費用関数に等しい。また,生
産関数Fは
F(x)=M砿{ツic(w'∫ ツ)≦w'x∫07w'>OJ
である(シ ェパード・宇沢の双対定理)。
上の命題は,(1)～(3)を みたす任意の関数cが ある生産関数Fか ら必
ず,導 かれねばな らないことを意味する。 したがって,実 証研究者は基本 とす
る生産関数の型を明白に想定 しな くとも,こ の 「費用」関数で作業を進めるこ
とができることを意味す る。
命題3.も しFが 連続,厳 密に準凹,か つ有限であれば,cの ヘッセ行 列
[∂20∂zσ♂∂ωノ]・・存在 し証 の価 格べ … レに対 し対称で 負半定形で あ ・・ さらに
もし」F力蓮 続微分可能ならば,6は2〃,に 関 し厳密に準凹であ る。さらに,Fが
二回連続微分可能で正則な縁つき一・セ行列[、β、嘉 甥 翻 をもてぽ
oは 二 回連続 微分可能 で,cの ヘ ッセ行 列は,す べて の勧 に関 し%-1の 階数
(ラ ソク)を もつ 。
費用関数E=6(w,y)は,あ るッ=F(x)を 与 える と,逆 変換で きて,間 接
生 産関数
ツ=〇-1(W,E)=ぬ(W/E)
.≡1/〃2ακ{F(x):(w/E)x≦1,x≧0}
,
308 商 学 討 究 第31巻 第3・4号
を 定義す る ことがで き る。 これか ら恒等式E…C(W,雇W/E))と 費 用関数 の
微係数 の性質を用 いて,市 場 の要素需要 関数を間接生産 関数 の偏微分 比で表わ
され るとい う,い わゆ る ロワの恒等式を 導 くこ とがで き る。すなわ ち,
物(w,E)=《 ∂〃 ∂吻)/(∂ 海/∂E)
で ある。 奴w/E)を 用 い,ロ ワの恒等式を適用 すれば,双 対 な投入物費 用分
け前方程式 を双 対関係 として導 くことがで きる。 ここで,投 入物 費用分け前方
程式 とは,第 づ投 入物 の費用分 け前であ り、s弄 吻 物/Σ}ω ゼ拘 で与 え られ る。
したが って
s歪=κ ゴ(∂F/∂陶)/Σ κ茗(∂F/∂κゴ)客==1,2,…,%
し
で あ る。 これは双対 的 に .
sづ=物 ω`/E≡"酋=η ゴ∂ぬ(v)/∂"ゴ侶 ηピ∂〃∂吻
に等 しい。経済 学的には,要 素 の分配面 を規 定 してい る。
次の節では,コ ブダ グラス,CES,レ オ ンチ ェフ関数を特殊な場合 として含
む 点で一般的な2つ の新 しい関数,す なわ ち,CRESH'関 数 と トラ ンス ログ
関数 を検討 しよ う。
3.2つ の新 しい生産関数
3.1CRESH生 産 関 数
CRESH生 産関数 は,1971年,G.ハ ノチ(Hanoch)[13]によ り提案 され
た 新 しい生産関 数で あ るδそれは,ConstantRatiosofElasticityofSub・
stitution,homothet童c6rhomogeneousの略で,文 字通 り,代 替 め弾力性
に関 して拡張 した 関数で あ るが,双 対性 の観点か ら開発 された興味 あ る関数で
あ る。
代 替の弾 力性が 一定の生産 関数は,ACMS以 来,各 種 の拡張がな されてき
たが,宇 沢[22]に よ り,%生 産要 素 に一 般化 され,こ れ以上,ア レン ・宇
沢 の代替弾力性を一 定にす るよ う一般化 できない とい う悲 観的な見解が示 され
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た(た だ し,佐 藤[19]の 二段 階のCES生 産関数 は,財 貨 間の グル ープ化 に
よってやや一般化 してい る)。 ムカ ージ[15]は 可変 の代替弾力 性を もつが,
代替弾 力憐 の比 率は一 定にな るCRES(ConstantRatiosofElasticityof
Substitution)関 数又は,ム カー9ジ関数,
夕=[Σ1)殉 の]1'4
を提案 した が,一 般に 同次 で もなけれ ば相似拡大で もなか った。 ハ ノチは,陰
ゴ
関数形式ではあるが,同 次,相 似拡大のCRES関 数,す なわ ち,CRESH関
数を提案 し,そ の一般性を示 した(明 らかにCES関 数を含む)。
CRESH生 産関数は,生 産関数y=ア(x)が 陰関数式 一
F(y,x)=Σ1)ゴ 瞬/ぬ(の]曜 一1≡O
z
に よってイ ンプ リシ ッ トに定義 され る。 ここで,x=(κ 三,κ2,層・●,κf)>0,ッ ≧0,
奴 ッ)は 雇0)=0,連 続微 分可能で,〃(ッ)>0で あ る。戻 ッ)が 同次,し たが っ
て相 似拡大で あれ ぽ,ッ=メ(x)も 同次,相 似拡大にな る。
奴 ッ)=y11μ とお けば,ッ=!(X)は μ 次同次で あ る。なぜ な ら,(λ拘/(λμッ)
互'μ)砺=(κ`/ッ1'μ)砺 で あ るか ら。 した が って,
〃(ッ)=yと おけ ぽ,ッ=グ(x)は1次 同次であ る。 デ ィク ソン ら[9]は,1
次 同次のCRESH生 産 関数 として,
Σ(筆燈)一 ・ ㌦'
(6)
を与 え,y=∫(x)の 諸性 質を問答形式 で詳細に展 開 してい る(κ ニ1,亀/の.
=Dξ として も何 ら一般 性を失わな い)。
奴 ッ)=1な らば,上 記 のムカー ジ関数に対応す るが,0次 同次を意味 しな
い ことは明 らか であ る。
CRESH関 数 が相似 拡大 であ るこ とか ら,そ の費用 関数は,
c(w,ツ)=9(x)1(ツ)
(6)1次 同次,限 界生産物は正,限 界代替率は 塀 陶 の増加とともに減少,一 意の
正のyの値の存在,必=4の ときCES形,ア レン ・宇沢の代替弾力性計算など。
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の よ うに分離形 にな る。 こ こで,9(W)は 単位 費用 関数 と解 釈で き,wの0次
同次 であ る。1(y)は,wか ら独立 で κ の1次 同次 であ る08(w)は ッ に
CRESH関 数 を与 え る と,具 体的 な関数形,CRESH費用 関数,を 導出す る
こ とが でき,
・(w)一 Σ酬 讃
によって定まる・ただ・,・ は測 羨)αト・一・轍 さな脳 煽 な
いo
以上,CRESHの 生 産関数 と費用 関数を概観 したが,こ れ らの誕生の背後 に
は 生産 の双対 理論が あ るo
生産 関係 が,準 凹な生産関数y=ノ(x)又 はそ の費用 関数c(y,w)に よ
って与 え られ るな ら 「極変換(polartransformation)」の概念を用 いて,新
しい極 関係 が得 られ る。す なわ ち,陰 関数 の生産 関数 と,陰 関数 の費用 関数 〆
は,そ れ ぞれ,
c(1/y,x)=1
1/ツ=!(w/cり
に よって定義 され るσ ここか らCRESH生 産関数 が生まれ,費 用 関数が生 ま
れ た のであ る。
最 後に,CRESH関 数 の計量経済 学的推 定 と検定法 について触れ よう。
要素 市場 が競 争的で あ り,費 用 最小化 目標 の もとで運行 してい る とす れば,
CRESH関 数は,次 の対数 線形式 系を もた らす。
109拘=う ゴ、109κ1+妬109乃 ω+ゐ ゼ109@づ/"、)+ゐ ゴ。
又 は,
1・9豊 一。ぜ1・9」竺+α ・一砺1・9塑+α ゴ。.
Z"ゴ σ1 κ1κ1
戻ッ)に 適当な仮定をおいて2段 階最小二乗法や最尤法によって推定 し,仮
説の統計的検定を行な うことができる。
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3.2ト ラン ス ログ(超 越 対 数)生 産関 数
トランス ログ関数 は,transcendentallogarithmicfunctionを短 くい っ
た呼 び方 であ り,邦 語では超越 対数関数 の意味で ある。超 越関数は,ラ イ プニ
ッツ以来,代 数 関数 でな い関数,例 えぽ,指 数関数や対数 関数や三 角関数を指
す ので,超 越 対数関 数は文字 通 りに解釈す る と,奇 妙 な命 名法 であ る。
学 説史的 には,1957年 に農業経 済学 の雑誌(∫0%7%〃10/Fσ 筋E60%0〃2ゴOS)
に,A.N,ホ ル ター,H.0.カ ーターお よび 」.G.ホ ッキ ン グが
γ=γ θα1κ+露2L盈一うLδ(α、,α2>0)
な る生産 関数を論 文の標題 に もって発表 した こ とに始 ま る。1964年 に は 、Y.
マ ン ドラ ック[16]が 多数生 産物 の超越 生産関数 として,
F(瓦 の 一X1α1為 α26β1×1+β2×2一α。7・αΨ 、α48.β3V3+β4V4=0(7)
を考察 し,1968年 には ドーベ ルがバ ー・ミー ドの学部学生 の考 案 レた超越 コブダ
グラス関数,
、y一 孟KαLρ ・xp9(K/L)・
を紹 介 して い る頃か ら,超 越型 とい う称呼 の生産関数が定着 して きた といえ る。
トランスロ グ関数 又はCJL関 数 は,1973年C,す なわ ち ク リステ ンセ ン,
J,す なわ ち,ジ ョル ゲン ソン,Lす なわ ち,ラ オ の共 同論 文[7]セ 発 表 さ
(8)
れた。
トランス ロ グ関数は,任 意 の関数形 に対 して2次 近似形 とな って いて,CES
や コブ ダグラス関数を特 殊形 として含む。 した が って,先 験 的に特殊な 関数 形
につ いて正 しい情報 を もた ない とき使 え る。実際,生 産 関数 の計 測は,未 知 の
真 の関数を特 定の近似式で あてはめ よ うとす る試み であ るか ら,で き るだ け仮
定 され る制約 が少 ない形 の関数 形が望 ま しい。対数変数 の生産関数 を
(7)R漉6ωoアEco初 物03碗4S≠ α'6s'`631968年2月 号のCES生 産関数特集号
(p.443)を 参照のこと。
(8)「 トランスログ」関数は,1970年9月 の第2回 世界計量経済学会議(英 国ケンブ
リッジ)で 報告され,1971年7月 号のE`oπo〃36'ノ吻 にアブス トラクトの形で掲
載された。また,グ リリカスらの著書(1971〔12〕)で も一早 く紹介された。 わが
国での計量分析はいくつかあるが,阿 部 〔26〕,太 田 〔27〕を挙げておく。
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勿=ノ(z%κ 、,z鱗2,_,1鱗 π)
とす れば,真 の関数 のテ ーラr展 開に よる'近似は,
切 空/(幅 ・・・… 脇)1
。糞番 ・謝 縣 一1・1)
'
・%習 ・伽 鎌1瑚)19野 ・-1・・)(1燭 一1・1)
=α 。+Σ α〆魑+%Σ Σ う4ゴ1%κμ 闘
とな り,π 個 の投 入要 素に対す る トランス ログ生産 関数 は,
1"夕=α ・+Σ α抑 物+%Σ Σ 勿1鱗 ど1鱗 ノ
と与 え られ る。 ここで,
δ疹ブ=6ガ が成 立 して い る とす る。
、
(1)
2次 導関数の連続性に関す るヤングの定理力・ら,
トランス ログ関数(1)が1次 同次で あ るたあ には,Σ 殉=1,Σ1∂ 万=0と な る
・ . .δこ とが 必要かつ 十分 であ る
。
トランス ログ関数は,・1生 産物 のいわ ゆ る生産 関数 よ りも,結 合生産物を含
む 多数生産 物を扱 う トランス ログ変換 関数 として提示 された。例 えば,∫=投
資量,C=消 費量,κ 一 資本量,五=労 働量,!1一 生産性指数 とす れば,ト ラ
ンス ログ変換 関数 は,次 に よって与 え られ る0
1%F=鐸 ・+α・齪+・ 抑c+βK1曜+β ・1舵+α ・1耐
+〉≦ΣΣ δ歪〆%伽 ゴ=0
ここで,プ,ゴ=ろC,瓦 ゐ,24で あ るo
トランス ロ グ費用 関数は,ト ランス ログ生産関数 の類推か ら,
1ηc(w,y)一 α。+Σ α〆%@づ/ツ)+Σ6ゴ ゴ」ゆ づ/ツ)1卿 ブ/y)
と書け るが,生 産 関数の 同次性 をおけば,双 対 理論(補 題1ノ)に ょ う,
」ηc(w,ッ)=[α 。+Σ αゴ伽 ゴ+Σ66∫ 伽 ゴ伽 ゴ]ツ
とな る。 この'とき,要 素費用 の相対分け前 は,
・・(w,y)一 讐 鵠 ヂ)一・・+Σ・・ゴ伽 ブ
に よ って与 え られ るo
f
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トランスログ関数の計量経済分析は試論的な ものから脱皮 しつつある。最大
の困難は,確 率的撹乱項u`に 正規性を仮定できるかにある。 この正規性に対
する近似は,従 属変数の値が排除された領域におちる確率が極めて小さい とき
妥当す るものとされる。 、
トランスログ関数をさらに一般化 した,い わゆる トランスログ的フレキシ ブ ・
ル関数がある。第4節 は,ボ ックス変換を用いた よりフレキブルな関数,す な
わち・ トランスログ的フレキシブル関数やGBC関 数について検討 しよ%
4.フ レキ シブル関数
4.1フ レキ シ ブル関 数 の背景
生産理論の実証研究のために,各 種の新 しい関数形が導入されて きた。 一
方に,関 数 跨 ノ(κ1,κ2,…,κπ)か 吻 一∫(雁 ・,伽 ・,…,」晦)の 基準点
の近傍での2次 近似を利用 した関数がある。前節の トランスログ関数,一 般化
された レオンチェフ関数,2次 関数はその例である。他方に,必 ず しも2次 近
似ではな く,先 験的な制約(例 えば,代 替の弾力性や限界代替率)を 取除 く形
で作 られた ものがある。CRESH関 数や一般化 コブダグラス関数はその顕著
な例であ る。
実証研究は理論的整合性をもつことが不可欠であるので,当初から,関数形を
先験的に固定して想定 してしまうと,パ ラメータの推定や検定 しか可能でな く
構造を把握す ることが困難である。そ こで,で きるだけ,一 般化 しした関数形
を想定 して,ど れかの特殊形に帰着できることが示されるとよい。 このように
先験的にモデルを固定せずに,い ろいろなパ ターンを特殊形 としてもつような
できるだけ取扱いやすい形を見出す試みが,最 近の,フ レキ叱ブル関数形の研
究であ る。
本節では,最 初,定 式化における線形 と対数形の問題を述べ,次 に,フ レキ
シブル関数 と一般化されたボ ックスコックス(GBC)形 について考察 しよう。
、
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4.2'線 形と対数 形 の定 式化
大抵の計量経済モデルは,従 属変数であれ,独 立変数であれ,変 数のすべて
に関 し,線形式か対数線形式である。対数変換ができるためには,測 定され る変
量が正値でなければならないが,経 済モデルでは,ま ず問題がない。対数線形
の場合,∂1π ッ/∂伽κ=(∂ ッ/∂κ)/◎/κ)よ り弾力性一定を もた らすが線形式の
場合,弾 力性は可変である。 どちらの形を選択す るかは経済理論に照 して答え
られねばな らないが,経 済の関係式は,最 適化過程の一次近似 とみなせるか ら
何を目的 とす るか といった便宜上から選ぼれるこ とが多い。 しか し,ボ ックス
とコックス[5]の 方法は,パ ラメ トリックな一般化 された関数形 の存在を仮
定 して,線 形お よび対数線形が特別な場合 となることを示すことができるので
より一般性があ る。 、
ボックスとコックスの前には,従 属変数 施 のべキ変換
ツ歪ω一伽,1ぎ8
を導入 した ものがあ った が,周 知 の よ うに,α>0に 対 して,
αλ一11勿z=如 α(ロ ピタル法則)
λ→oλ
であ り,λ=0で は不 連続にな る ことか ら,彼 らは,
躍 一{捻1糊
のよ うな 連続的な変 換(い わ ゆ る,Box-qox変 換)を 提案 した 。
ザ レン ブカ[25]は,計 量 モデルに このボ ックスコ ックス変換を用 いた最 初
の学者で あろ う。 これ は,次 第 に需要 分析,流 動 性 トラップ推定,生 産分析 に
用い られ るよ うにな った。
ザ レンブカは,
y,2=β 。+β1κ2、,+β 、κ2,,
と定式化 した 。λ→0の とき,両 辺か ら1を 引き,λ で割 って極限を とると,
1勘=1%β 毛+β11%κ 、,+β21%κ,,
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が導かれ,'そ の フ レキ シ ビ リテ ィをみ る ことがで きる。な お,最 尤推定法 に よ
る推 定,検 定にはか な りの注 意が払わ れ るべ き こ とが指摘 されてい る。
さらに一般 的な ボ ックス コックス(GBC)形 は,
y'λデ1一岬 μ ㌘1・ 磨 祭1
あ るいは,
ツ,え屠 β、+Σ βんκゐ轟
か2
であ る。 前者 の場 合,λ;μ=θ=1の とき,線 形,λ=μ=θ=0の とき対 数線形
λ=1,μ=θ=0の ときは半対数形,λ=0,μ=1,θ=-1のときは,ラ ムゼ 一ー
指 数 形を含む,パ ラ メ トリックな モデルであ る。 同一 のデー タ値を用い て,関
数形 を試 行錯 誤的に組合 せを変 えてや る手間を省 くこ とがで き る の で,GBC
形は魅 力カミあ る。 しか し統 計的な厳密 な議 論 もそれ だけ増す。
4.3ト ランス ログ的 フ レキ シブル関数 形
ボ ックスコ ックス変換を利用 し,2次 関数 形 のフ レキシ ブル関数が作 られ,
(9)
トランス ログ的 フ レキシ ブル関数 形 とい う。そ れは,
ツ(δ)=Σ 咄(δ ・)+%努 ∂・ノκ・(λ1)κブ(λプ)
砺ノ=∂方
κゴ(λ6)=(物 えゴー 1)/λ ゴ
ツ(δ)=(ツ2δ 一1)∠(2δ)
であ る。 トランス 官グ的であ るこ とは,ろ →0,δ →0と すれ ばわか る。 そ の
他,い くつか の関数形 を含 んでい るっ 以下,々=λ ブ=δゴ=λ とす る。 ッ がX
に関 し7次 同次であ る必要 十分条件は,(i)2α ゴ=Σ 画 ノ(す べ ての ゴに つ
いて),(ii)Σ αFγ,(iii)γ=λ/δ(δ キo)又 は λ=o(δ=o)で あ る。
す べ ての2,ブ につ いてδづブ=0の とき,
(9)よ り詳しい分析は 〔21〕,〔1〕,〔2〕,〔6〕 を参照のこと。
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エ
・一[Σ 響・酬q一 Σ孕・・)]2δ
であ るか ら,パ ラメー タの選択 に よってCES生 産 関数,コ ブ ダグラス関数,
レオ ンチ ェフ関数等 が導かれ るo
ブ と異な るあ る ゴに対 して δゴノキbと す る。
λ=δ=0の とき,』 トランス ログ関数
吻=Σ αぽ1%κゴ+%Σ Σ 物1%κ 〆πκあ
λ=δ=1の とき,2次 関数
y胃[(習 卿 ノ)+2苧(α 硯二Σδδブ)κ'+
、
(2苧(弓 ∂1ゴー・・)・・)]%・
そ して,λ=δ=%の とき,一 般化 された レオンチ ェフ関数
-
呪〒・Σ力魑 攣 ・写(α ゴー 2Σうげノ)廊～≦+2ΣP(ΣPわぎプー αピzノ)・・
が,そ れ ぞれ,導 かれ る。',
4.4一 般 化 ボ ッ ク ス コ ッ ク ズ(GBC)関 数 、 塵
一般化 された ボ ックス浮 ックの費用 関数形 がM .S,カ ー レッ ド[3]に よ
り提案 された。 この関数 は,ト ラシス ログ的 フ レキヅ ブル関数 を 内部 に含 んだ
よ りデ 般的 な フ レキシ ブル関数で あ る。費用 関数 は次 の形 を とる。
,(2,w)一[1+λG(w)]1ノλ夕β(ツ!w)
ここで,
o(w)=α 。+Σ α幽(λ)+%Σ Σ うぎノ娠 λ)娠 λ)
え'2
ω・(λ)一ωセλ/秀1
β(y,w)一 β・号1御+Σ φ画
∂ゴノニ ∂ガ
生産双対姓とフレキシブル関数形について317
であ る。'
奪
以下,GBC関 数 の諸性質 を列挙す る。
(1)β は ッ,wの 関数ゆ え,C(ッ,w)は 分離的費用 関数 では ないoし た がっ
て,生 産関数に は相似拡 大 の仮定は おかれ ない。β(ッ,w)=ッ μな ら生産関数は
μ 次 同次 であ る。
(2)0(w)はwの2次 関数で あ るが,wが λ のボ ックスコ ックス変 換 の
関数 にな ってい るので,σ(w)は そ の特 殊な場合 として,一 般化 レオ ンチ ェフ,
トランス ログ,一 般 化 コブ ダグラス,一 般化平方根2次 関数等 を含む。
(3)費 用 関数 が,投 入物価 格z〃ゴに関 し1次 同次で あ る必要 かつ 十牙条件は,
Σ・ド ・+… Σ・・場 ・・(す べての ・について)・
かつ,Σ 吻=0
であ る。 この とき,1次 同次 の費用 関数は
轡)一{簿 ∂・ゴ〃～▽ 型 轡 助
であ・・ ここで・陥w)一 β・号聯 Σφ幽 である・
(4)GBC費 用 関数は,燭
G(w)一(oか βσ'ぞ')λ 一1
と変形で き るか ら,λ →0と すれ ば,ト ラ ンス ログ費用関数
1πo=α ・+Σ α6伽 疹+%Σ Σうεノ伽 ゴ伽 ノ
・β切+号 伽 ・)2+Σφ卿 ・切
が得 られ る。 ・ ・
(5)λ=1と お くと,相 似拡大で ない一般化 レオ ンチェフ関数,
・-2Σ Σ う粥1∫ ・吻1'2ツ β・y・Wl
が得 られ る。 一 般化 レオ ンチ ェフ 関数 は最初 デ ィワー トに よ り提案 さ れ た。
づキ ブ の とき,∂ ガ=0と すれ ば,レ オ ンチ 干フ関数 にな る。
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(6)1次 同次の費用関数には,ピ ックス中立的な技術進歩り項を容易に含め
るごとができ,計 量経済分析を行な うことができる。すなわ ち,
・一妾{ΣΣ卿1矧1・}… β…w… 酬 蜘
で あ る。 ここで,'は 時間を示 し,す べて の ゴにつ いて τゴ=0な ら,一 定
の指数率 τで技術進 歩があ る こ とを示す。
(7)総 費用 の産 出量に関す る弾力性は,
'
霧 一霊/÷一β・書塀 Σ醐
で与えられ る。
5.結 語
われわれは,マ イ クロ経済学 と計量経済学,そ して数理計画法の接点にある
生産理論 の双対理論 と,関 数のフレキシビリテ ィについて検討 してきた。生産
理論の理論的基礎には生産者(企 業)の 最適な行動は常に前提されている。こ
の仮定のもとでは,双 対理論に よって,フ レキシブルな関数形を算出すること
ができる。そ して理論に整合的な実証分析 も可能になる。 しか し,数 理計画法
におけ る 「双対性ギャプ(dualitygap)」 の存在は,生 産理論でもあ りうる。
た とえば,分 業化が進むと収穫逓増 の可能性が生 じるが,そ のとき,ど の程度
偏 った双対関数形を理論化できるかは未解決の問題である。たえず,信 頼のお
け るデータと理論モデルをつきあわせる ことによって,信 頼のおけるモデル構
築を行な うことが第一に必要であろ う。
♂
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